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บทที่ 1 
 

จํานวนเชิงซอน 
 

Complex Numbers 
 
 

 1.1  บทนํา (Introduction) 
 

  

     ในชวงตนทศวรรษที่ 16 นักคณติศาสตรช่ือ Geronimo Cardano ได
พยายามแกปญหางายๆ ทางคณิตศาสตร แตไมสามารถหาคําตอบนั้นได นั่นคือ

สมการ  

       02x2x 2 =++  

จากการหาคําตอบ 

         
a2

ac4bbx
2 −±−=  

 

พบวา ( ) ( ) 042142ac4b 22 <−=−=−  ซึ่งเปนปญหารากที่สองของจํานวน

จริงลบ จากการศึกษาและพัฒนาเกือบ 200 ปในศตวรรษที่ 18 นักคณิตศาสตร 

Leonard Euler ไดนิยามจาํนวนจินตภาพ (Imaginary) ซึ่งมีบทบาทมาก

ในชวงนั้น  เชน 
       θ+θ=θ sinicosei  
 

     ตอมาไดมกีารศึกษาและวิเคราะหกันอยางมากในเรื่องจํานวนเชิงซอน 

(Complex number) และมีการนํามาประยุกตใชทางดานวิศวกรรมศาสตร เชน 

- Head conduction 
- Hydrodynamics 
- Electrostatics 

นอกจากนี้ยังสามารถแกปญหาทางแคลคูลัส เชนการหาคาอินทิกรัลไมตรงแบบ

ของ 
 

( )

2
2 a 1

2 2
0 0 0

sin x x d 2dx , dx ,2 1 x a sinx sin a 1

∞ ∞ π
−π π θ π= = =
+ + θαπ −∫ ∫ ∫  
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ปจจุบนัพบวา การคดิเชิงวิเคราะห และการคํานวณทีแ่มนยําสําหรับปญหาที่มี

ความยุงยากจาํเปนอาศัยพืน้ฐานของการวิเคราะหเชิงซอน (complex 
analysis) เพ่ือใหแสดงผลลัพธไดอยางสมบูรณและมีความหมายมากขึ้น  
 

 
แสดงแผนภาพของจํานวนเชิงซอน 

 
 

 
 
 

 

จํานวนเชิงซอน ( )C  

จํานวนจริง ( )R  จํานวนเชิงซอน a bi+  จํานวนจินตภาพ 

bi, i 1= −  

จํานวนตรรกยะ ( )Q  จํานวนอตรรกยะ ( )Q′  

เศษสวน a b , b 0≠  

ทศนิยม 

จํานวนเต็ม ( )I  

จํานวนเต็มลบ I−  

จํานวนเต็มศนูย 0  

จํานวนเต็มบวก I+  

จํานวนนับ N  

ทศนิยมซ้ํา   2.43 

ทศนิยมไมซ้าํ 

2.12942...  
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 1.2  จํานวนเชิงซอน (Complex Numbers) 
 

 

นิยาม 1.1 
 

 

     จํานวนที่เขียนอยูในรูปของ iyxz +=  โดยที่ x, y เปนจาํนวนจริงและ i 

เปนจํานวนจนิตภาพซึ่ง 
2i 1= −  จะเรียก z วาจํานวนเชิงซอน (Complex 

number) 
 

 

 

    เชน จํานวนเชิงซอน z 2 3i= + , z 1 2i= −  และ z 3 i= −  
  

นอกจากนี้สามารถเขียนกราฟของจํานวนเชิงซอนไดดังนี ้
 

 
 

                                                                       รูป 1.1 
 

 

ขอสังเกต 
 

 

 

1.  จํานวน i ( )1i2 −=  เรียกวาเปนจํานวนจินตภาพ (Imaginary) 

2.  ถาจํานวนเชิงซอน z x iy= +  จะเรยีก 
                       x วาสวนจริง เขียนแทนดวย ( )zRex =  

  และ            y เรียกวาสวนจินตภาพ เขียนแทนดวย ( )zImy =   
     เชน             ถา i32z −=  จะไดวา ( ) 2zRe =  และ ( ) 3zIm −=  
 

 

ตัวอยาง 1.1 
 

 

 จงหาคําตอบของสมการตอไปนี ้
 

 1.  01x 2 =+  
 2.  03xx2 2 =++  
 
 

 

 

วิธีทํา 
1.  สมการ                     2x 1 0+ =                             (1) 

            
2x 1= −  

                                    1x 1= −  ,   2x 1= − −  

Im 

Re 

z x i y= +  

0 x 

y 
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หรือเขียนอยูในรูปจํานวนจนิตภาพ i 
 

1x i=  , 2x i= −  
 

ตรวจสอบคาํตอบวาถูกตองหรือไมโดยแทนคา 1x i=  ในสมการ (1) 
 

( )22x 1 i 1 1 1 0+ = + = − + =  
 

และแทนคา 2x i= −  ในสมการ (1)  จะไดวา 
 

( )22 2x 1 i 1 i 1 1 1 0+ = − + = + = − + =  
 

2.  สมการ              22x x 3 0+ + =         (2) 
 

ใชสูตรหาคาํตอบสมการกําลังสอง 
 

              

( )( )
( )

( )( )

2

2

1

2

b b 4acx
2a

1 1 4 2 3
x

2 2

1 23
4 4
1 23 i

4 4
1 1 4 2 3

x
4

1 23 i
4 4

− ± −
=

− + −
=

− −
= +

−
= +

− − −
=

−
= −

 

 

ตรวจสอบคาํตอบโดยแทนคา 1x  ในสมการ (2) จะไดวา   
         

      

2
1 23 1 232 i i 3

4 4 4 4

1 i 23 23 1 i 232 3
16 8 16 4 4

0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

 

และแทนคา 2x  ในสมการ (2) จะไดวา 
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2
1 i 23 1 i 232 3

4 4 4 4

1 i 23 23 1 i 232 3
16 8 16 4 4

0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

 

 

                ◙ 
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 1.3 คุณสมบัติของจํานวนจินตภาพ (Properties of Imaginary)  
 

  

1.  จํานวนจินตภาพ i ซึ่งนยิามจาก  
2i 1= −  หรือ i 1= −  

บางครั้งการใชสัญลักษณที่ไมชัดเจนจะทาํใหการวิเคราะหผิดพลาด เชน 
 

( )( )

21 i
i i

1 1

1 1 1 1

− =
= ⋅

= − −

= − − = =

 

 

จะไดวา    1 1− =    ซึ่งไมถูกตอง 
เพราะวา            x y xy, x, y 0= ≥  

 
 

2.  การยกกําลังจํานวนจนิตภาพ  i 1= −  สามารถเขียนกราฟไดดังนี ้
 
 

 
 

        รูป 1.2 
 
กลาวคือ 

ni  จะมีการเวียนซ้ําเมื่อครบ 4 ตัว ดังนัน้ นาํ 4 หาร n จะไดผลลัพธ

ดังนี ้
 

                         n

ni 1
4
n1 2
4i
ni 3
4
n1 0
4

⎧
⎪
⎪
⎪−⎪⎪= ⎨
⎪−
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

Im 

Re 

2

3

4

i 1
i 1
i i
i 1

= −

= −

= −

=

 หรือ

1i i=

i−

i

3i i= −

2i 1= −

1−

1 

4i 1=    

เมื่อ      เหลือเศษ 

 
เมื่อ      เหลือเศษ 

 
เมื่อ      เหลือเศษ 

 
เมื่อ      เหลือเศษ 
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สรุปไดวา 

  1.  2 3 4i i i i 0+ + + =  
 

  2.  2 3 4i i i i 1⋅ ⋅ ⋅ = −  
 

 

รูป 1.3 
 

สรุปไดวา 

  1.  2 3 4

1 1 1 1 0
i i i i
+ + + =  

 

  2.  2 3 4

1 1 1 1 1
i i i i
⋅ ⋅ ⋅ = −  

 

 

ตัวอยาง 1.2 
 

 

 จงหาคา 
 

 1.  2 3 4 2003i i i i i+ + + + +  
 

 2.  2 3 4 2547i i i i i⋅ ⋅ ⋅  
 

 3.  2 3 4 943i i i i i− + − + +  
 

 4.  2 3 21

1 2 3 21
i i i i
+ + + +  

 
 

 

 

วิธีทํา 

1. ใหหาคาของผลบวกของแตละชุด ชุดละ 4 พจน 
และ 

2 3 4 5 6 7 8i i i i i i i i 0+ + + = + + + = =  

       

Im 

 

2

3

4

1 i
i

1 1
i
1 i
i
1 1
i

= −

= −

=

=

 หรือ

 

i−

i

1 i
i
= −  

2

1 1
i
= −  

1−

1 

4

1 1
i
=  
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( ) ( ) ( )
( )

( )

2 3 4 5 2003

2 3 4 5 6 7 8 2001 2002 2003

2001 2002 2003

2001 2002 2003

i i i i i i

i i i i i i i i i i i

0 0 0... i i i

i i i

+ + + + + +

= + + + + + + + + + + +

= + + + + +

= + +

 

และ นาํ 4 หาร 2001,2002, 2003 ได ผลลัพธ 636 และเหลือเศษ 1,2,3 
ตามลาํดบั  
ดังนั้น 

  

2 3 4 5 2003 2001 2002 2003

2 3

i i i i i i i i i
i i i

1

+ + + + + + = + +

= + +
= −

 

 

2.  เนื่องจาก 
2 3 4i i i i 1⋅ ⋅ ⋅ = −  และ  

นํา 4 หาร 2545,2546,2547 จะเหลือเศษ 1,2,3 ตามลาํดับ  
ดังนั้น 

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

2 3 4 2547 2 3 4 5 6 7 8 2545 2546 2547

2 3

636 terms

i i i i i i i i i i i i i i i i

1 1 1 i i i

1

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − − − ⋅ ⋅

= −

…

 

 

3.  เนื่องจาก 
2 3 4i i i i i 1 i 1 0− + − = + − − =   

นํา 4 หาร 941,942,943 จะเหลือเศษ 1,2,3 ตามลาํดบั  
ดังนั้น 

( ) ( )
( )

( )

2 3 4 5 6 7 8 943

2 3 4 5 6 7 8

941 942 943

2 3

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i

0 0 i i i

1

− + − + − + − + +

= − + − + − + − +

+ − +

= + + + − +

=

 

 

4.  เนื่องจาก 2 3 4

1 1 1 1i , 1, i , 1
i i i i
= − = − = =   ดังนัน้ 

 

2 3 21 2 3 4 5 6 7 8 21

1 2 3 21 1 2 3 4 5 6 7 8 21
i i i i i i i i i i i i i

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + = + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

i 2 3i 4 5i 6 7i 8 21i

2 2i 2 2i 21i
5 terms

5 2 2i 21i 10 11i

= − − + + + − − + + + + −

= − + − + + −

= − − = −

 

 

                     ◙ 
 

 

นิยาม 1.2 
 

 

 จํานวนเชิงซอน 111 iyxz +=  และ 222 iyxz +=  , 21 zz =  ก็ตอเมื่อ 

21 xx =  และ 21 yy =  
 

 
 

เชน ถา 0iyx =+  จะได 0x =  และ 0y =  
 

 

ตัวอยาง 1.3 
 

 

 จงหาคา x , y จากสมการเชงิซอน 
 

2 3 4

2 4 6 8x iy
i i i i

+ = + + +  
 

 

 

 

วิธีทํา เนื่องจาก 2 3 4

1 1 1 1i , 1, i , 1
i i i i
= − = − = =  นั่นคือ 

 

2 3 4

2 4 6 8x iy
i i i i
2i 4 6i 8

x iy 4 4i

+ = + + +

= − − + +
+ = +

 

จากการเทากันของจํานวนเชิงซอน 

       สวนจริงเทากับสวนจรงิ และ สวนจนิตภาพเทากับสวนจินตภาพ 
จะไดวา                 x 12= −  และ y 4=             
                            
                     ◙ 
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 1.4  การดาํเนินการเบื้องตนของจํานวนเชิงซอน  
        (Fundamental operation with complex numbers) 
 

  

     ในการดาํเนินการเบื้องตนของจํานวนเชิงซอนในที่นีห้มายถึงการบวก ลบ 

คูณ หาร ของจํานวนเชิงซอน z a bi= +  เนื่องจาก a และ b เปนจํานวนจริง 

ดัการดาํเนนิการนี้สามารถนาํคุณสมบตัิทางพีชคณิตของจํานวนจริงมาใชไดดังนี ้
 

ถาให 1z a bi= +  และ 2z c di= +  
1. การบวก (Addition) 

 ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +   หรือ  

( ) ( )

a bi
c di

a c b d i

+
+

+

+ + +
 

 

      เชน ( ) ( )2 3i 4 2i+ + +   ⇒   

2 3i
4 2i
6 5i

+
+

+
+

 และกราฟของการบวกดังรูป 1.4 

 
        รูป 1.4 

 

2. การลบ (Subtraction) 

 ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −  หรือ  

( ) ( )

a bi
c di

a c b d i

+
−

+

− + −
 

  เชน ( ) ( )2 4i 1 3i+ − +   ⇒   

2 4i
1 3i
1 i

+
−

+
+

  และกราฟของการลบดังรูป 1.5 

Im 

Re 

( ) ( )a c b d i+ + +  

0 

a bi+

c di+
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        รูป 1.5 

 
 

3. การคูณ (Multiplication) 
 

             
( )( )

( ) ( )

2

2

a bi c di ac adi bci bdi

ac bd ad bc i , i 1

+ + = + + +

= − + + = −
 

 นั่นคือ       ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +  
 หรือ 

( ) ( )

a bi
c di

ac bd ad bc i

+
×

+

− + +
 

 

 นั่นคือ   
 

  

           เชน ( )( )3 2i 1 3i+ −   ⇒   

( ) ( )

3 2i
1 3i

3 6 9 2 i

+
×

−

+ + − +

 

                                   =  9 7i−  

 และกราฟของการคูณสามารถเขียนไดรูป 1.6 
 
 

Im 

Re 0 

c di+

a bi+

( ) ( )a c b d i− + −  

คูณแนวดิ่ง คูณแนวทแยง i 
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รูป 1.6 
 
 

4. การหาร (Division) 
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

ac bd bc ad ia bi
c di c d

ac bd bc ad i
c d c d

+ + −+
=

+ +
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 

 

( ) ( )
2 2

a bia bi
c dic di

ac bd bc ad i
c d

++
⇒ ×

−+

+ + −
+

 

 

 เชน                   
2 i

3 2i
+
+

  ⇒   
( ) ( )

2 2

2 i
3 2i

6 2 4 3 i 8 i
3 2 13 13

+
×

−

+ + − +
= −

+

 

 

และกราฟของการหารสามารถเขียนไดดังรูป 1.7 
 

1 2θ + θ

1θ
2θ

Re 

Im 

( )c di+

( )a bi+

( )( )a bi c di+ +  

0 
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        รูป 1.7 
 

 

ตัวอยาง 1.4 
 

 

 กําหนด i42z1 +=  , 2z 3 8i= − +  จงหา 21 zz +  และ 21zz  

  

วิธีทํา การบวกจํานวนเชิงซอนคํานวณไดโดยนาํสวนจรงิ บวกกับสวนจริงและ
สวนจินตภาพ บวกกับสวนจนิตภาพ 
 

      
( ) ( )
( ) ( )

1 2z z 2 4i 3 8i

2 3 4 8 i

1 12i

+ = + + − +

= − + +

= − +

 

     
( )( )1 2

2

z z 2 4i 3 8i

6 16i 12i 32i

= + − +

= − + − +
 

        i438 +−= เพราะ 1i2 −=  
                                                                                                                                                       ◙ 

 

ตัวอยาง 1.5 
 

 

 จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปนี้ใหอยูในรูป a bi+  
 

 1. ( ) ( )a bi a bi+ + − +  

 2. ( ) ( )3 2i 3 4i+ + −  

 3. ( ) ( ) ( )3 2i 6 2i 4 2i+ − − + +  

 4. ( )( ) ( )( )3 2i 2 5i 3 2i 8 5i− + + − −  

 5. ( )( ) ( )2 i 4 3i 2 3i− + ⋅ +  
 

 

 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิของจํานวนเชิงซอน จะไดวา 
 

     0          1 2θ −θ  

1θ
2θ

Re 

Im 

( )a bi+

a bi
c di
+
+

( )c di+  

และ 
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 1. ( ) ( )a bi a bi bi bi 2bi+ + − + = + =  
 

 2. ( ) ( )3 2i 3 4i 6 2i+ + − = −  
 

 3. ( ) ( ) ( )3 2i 6 2i 4 2i+ − − + +  
                                                  3 2i 6 2i 4 2i= + − + + +  
                                             1 6i= +   
 

       4. ( )( ) ( )( )3 2i 2 5i 3 2i 8 5i− + + − −  

                                      ( )16 11i (14 31i)
30 20i

= + + −

= −
 

 

 5. ( )( )( )2 i 4 3i 2 3i− + +  

                                                  ( )( )11 2i 2 3i= + +  
                                                         16 37i= +             

                                                ◙ 
 

 

กําหนดจํานวนเชิงซอน 1 1 1z a b i= +  และ 2 2 2z a b i= +  , 2z 0≠  จะมี

จํานวนเชิงซอน z เพียงตัวเดียวซึ่ง   2 1zz z=  ดังนั้นการหารจาํนวนเชิงซอน 

1z  ดวย 2z  เขียนแทนดวย 1

2

zz
z

=  
 

 

ตัวอยาง 1.6 
 

 

 จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปนี้อยูในรูป a bi+  
 

 1. 3 2i
4 3i
−
+

 

 2. 2 2i 3 4i
7 i 2 3i
− +

+
+ −

 

 

 

 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิ 
2i 1= −  ในการตอบคําถามตอไปนี ้

 

 1. ( )( )
2 2

3 2i 4 3i3 2i
4 3i 4 3

− −−
=

+ +
 

 

          

6 17i
25 25

= −  

 

 2. ( )( ) ( )( )
2 2 2 2

2 2i 7 i 3 4i 2 3i2 2i 3 4i
7 i 2 3i 7 1 2 3

− − + +− +
+ = +

+ − + +
 

                  ( )6 14i12 16i
50 13

− +−
= +  
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                    12 6 14 16 i
50 13 13 50

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

          

                  ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.7 
 

 

 จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปนี้อยูในรูป a bi+  
 

 1. 4 3 2i 3i 4i 2i 6− + + −  

 2. 
42i

1 i
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 
 

 

 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิ 
2i 1= −  ในการตอบคําถามตอไปนี ้

 

 1. 4 3 2 2 2 2 2i 3i 4i 2i 6] i i 3i i 4i 2i 6− + + − = − + + −  
    ( )( ) ( ) ( )1 1 3 1 i 4 1 2i 6= − − − − + − + −    
                                  9 5i= − +  
 

 2. ( ) 44 4

2 2

2i 1 i2i 2 2i
1 i 1 1 2

⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

        ( )41 i= +  

                                 

( )( )
( )

22

2

1 i

2i
4

= +

=

= −

 

         

                 ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.8 
 

 

 กําหนดให ii n −=  จงแสดงวา 1m4n −=  เมื่อ n , m เปนจํานวนเต็ม 
 

 
 

วิธีทํา เนื่องจาก 

( )

4 4m m

4m 1 1

4m 1

i 1 i 1 1
i i i

1i i
i

− −

−

= → = =

→ ⋅ =

→ = = −

 

ดังนั้น 1m4n −=  สําหรับ n , m เปนจํานวนเต็ม 
 

                ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.9 
 

 

 จงหาจํานวนจริง x และ y สอดคลองกับสมการ i35yixyi2x4 +=−+  
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วิธีทํา จากสมการ 
 

( ) i35iyxy2x4 +=−+  
 

จากคุณสมบัตกิารเทากันของจํานวนเชิงซอน 
 

4
5x5x4 =⇒=  

 

และ 
52xy y 3 2 y y 34

3 y 3 y 22

⎛ ⎞− = ⇒ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = ⇒ =
 

ดังนั้น 

4
5x =  และ 2y =  

  

                 ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.10 
 

 

 จงแสดงวาสมการไลบนิส (Leibnitz) เปนจริง 
 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+=+ 1ax1ax1ax1axax 44

 

 

 

วิธีทํา จากการคูณของจํานวนเชิงซอน 
 

( )( ) 2 2

2 2

x a 1 x a 1 x ax 1 ax 1 a 1

x a i

+ − − − − − = − − − + − − + −

= +
 

 
 
 

ในทํานองเดียวกัน 
 

          ( )( ) 2 2x a 1 x a 1 x a i+ − − − = −  
 

ดังนั้น 

 

( )( )( )( )
( )( )2 2 2 2

4 2 2 2 2 4 2

4 4

x a 1 x a 1 x a 1 x a 1

x a i x a i

x a ix a ix a i
x a

+ − − − − − + − + −

= + −

= + − −

= +
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นั่นคือ 
 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+=+ 1ax1ax1ax1axax 44

 

                  ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.11 
 

 

 จงแสดงวาผลคูณของจํานวนเชิงซอน 1 2z z 0=  ก็ตอเมื่อจํานวนเชิงซอน 

0z1 =  หรือ 0z2 =  
 

 

วิธีทํา ให ibaz 111 +=  และ ibaz 222 +=  จะไดวา 
 

( )( )
( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

z z a b i a b i

a a b b a b a b i

= + +

= − + +
 

 

เนื่องจาก 

 

  
( ) ( )

1 2

1 2 1 2 1 2 2 1

z z 0
0 a a b b a b a b i
=

= − + +
 

 

ดังนั้น  0bbaa 2121 =−   
และ  0baba 1221 =+  
ยกกําลังทั้ง 2 เทอมแลวนํามาบวกกัน จะไดวา 
 

      
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

a a b b a b a b 0

a a 2a a b b b b

a b 2a a b b a b 0

− + + =

− +

+ + + =

 

 
 

               ( ) ( )
( )( )

22 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

a a b b a b 0

a b a b 0

+ + + =

+ + =
 

ดังนั้น    

       0ba 2
1

2
1 =+  หรือ 0ba 2

2
2

2 =+  
         0ba 11 ==  หรือ   0ba 22 ==  
           0z1 =       หรือ       0z2 =  

 

สรุปไดวา 1 2z z 0=  ก็ตอเมื่อ 0z1 =  หรือ 0z2 =  
      

                 ◙ 
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ถา z  เปนจํานวนเชิงซอน และ n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 
 

n
1 2 nz z z z= …  

 

 

ตัวอยาง 1.12 
 

 

 ถาจํานวนเชิงซอนเขียนอยูในรูป 
 

π<α<α+α= 20,sinicosz  
 

จงแสดงวา 

2
coti

z1
z1 α
=

−
+  

 

 

 

วิธีทํา แทนคา α+α= sinicosz  ทางซายมือของสมการ และแทนคา 

α
α+

=
α

sin
cos1

2
cot  (คุณสมบตัิตรีโกณ) ทางขวามือของสมการ จะไดวา 
 

     
( )

α
α+

=
α−α−
α+α+

sin
cos1i

sinicos1
sinicos1

 

จัดรูปสมการใหม 
 

      

( ) ( ) ( )

( )
( )

2

2

2

2

2 2

sin 1 cos isin i 1 cos 1 cos isin

sin cos sin isin i i cos sin i cos
i cos cos sin

i sin cos sin i cos

sin cos sin i 1 cos

isin i 1 cos

α + α + α = + α − α − α

α + α α + α = − α + α + α

− α + α α

= + α + α α − α

= α + α α + − α

α = − α

 

หรือ      α−=α 22 cos1sin  
 
 

จากคุณสมบัตติรีโกณ 1sincos 22 =α+α  
 

นั่นคือแสดงวา      
2

coti
z1
z1 α
=

−
+  

                 ◙ 
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ตัวอยาง 1.13 
 

 

 ถา a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ แสดงวา 
 

 1. ( ) ( ) 3322 biabiababia −=+−−                           (1) 

 2. ( )22 2 2 2 2 2 6 6a b a b a b a b⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + = +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
   

 

 

 

วิธีทํา    
1.  ใชคุณสมบัติการคูณของจํานวนเชิงซอน 
 

           
( )( )2 2 3 2 2 2 2 3

3 3

a i ab b a i b a ia b ab ia b ab ib

a ib

− − + = − + + − −

= −
 

            

2.  เนื่องจากสมการ (1) เปนจริงทุกๆ คา Rb,a ∈  ดังนัน้แทนคา 
 

2

2

bib
aa
−→

→  
 

ในสมการ (1) จะไดวา 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2 3 34 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 4 2 2 6 6

22 2 2 2 2 2 6 6

a ia ib i b a i i b a i i b

a a b b a b a b

a b a b a b a b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − + − = − −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− + + = +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + = +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

ซึ่งตรงกับขอ 2. 
                   ◙  
                      

 

ฟลด (Field) 
 

 

 เซต S ≠ φ  กับการบวกและการคณู จะเรียกวาเปนฟลด (Field) ถาการ
ดําเนนิการสอดคลองกับคุณสมบัตติอไปนี ้
 

 
 

 1. ถา Sa ∈  และ Sb∈  จะไดวา Sba ∈+  และ Sab∈  
 2. การสลับที่ : ถา Sa ∈  และ Sb∈  จะไดวา 

baab
abba

=
+=+  

 

 3. การจัดหมู : ถา Sc,b,a ∈  จะไดวา 
( ) ( )

( ) ( )
a b c a b c

a bc ab c

+ + = + +

=
 

 4. การกระจาย : ถา Sc,b,a ∈  จะไดวา 
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( ) acabcba +=+  
 5. มีจํานวน 0,1 S∈  สําหรับทุกๆ Sa∈  
   a0aa0 =+=+  เรียก 0 เปนเอกลักษณการบวก 
   a1 1a a= =  เรียก 1 เปนเอกลักษณการคูณ 

 6. ทุกๆ a S∈  จะมีอินเวอรสการบวก a−  ซึ่ง ( a) a a ( a) 0− + = + − =  
  ทุกๆ a 0 S≠ ∈  จะมีอินเวอรสการคูณ

1a−
 ซึ่ง

1 1a a aa 1− −= =   
จะเห็นไดชัดเจนวา biaz +=  และเซตของจํานวนเชิงซอนกับการบวกและคูณ

จะเปนฟลด 
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 1.5  จํานวนเชิงซอนสังยุค 

 

 

นิยาม 1.2 
 

 

 

 ให z a bi= +  เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ เรียก z a bi= −  วา “จํานวน
เชิงซอนสังยุค” (complex conjugate) ของ z แสดงกราฟไดดังนี ้
 

 
 

                                     รูป 1.8 

 

 คุณสมบัติของจํานวนเชิงซอนสังยุค 

 
 

ถา 1 2z, z , z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 
      1.  ถา z เปนจํานวนเชงิซอนเมื่อมีการเปลี่ยนเครื่องหมายเฉพาะสวน      

จินตภาพเทานั้นจะเรียกวา จํานวนเชิงซอนสังยุค เขียนโดย z  เชน  
i45z +=  จะไดวา i45z −=  และ i45z +=  

2. 2121 zzzz +=+  
3. 2121 zzzz −=−  

 

4. 1 2 1 2z z z z=  

5. 
2

1

2

1

z
z

z
z

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
 

6. zz =  
7. 2 2zz x y= +  
8. ( )

2
zzzRe +=  และ ( ) z zIm z

2i
−

=  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

Im 

Re 

z a bi= +

z a bi= −
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เชน 
 

 

จํานวนเชิงซอน ( )z  
 

 

จํานวนเชิงซอนสังยุค ( )z  
 

     1z 2 3i= +        1z 2 3i= −  

     2z 2 i= − +        2z 2 i= − −  

     3
1 1z i
2 2

= − −        3
1 1z i
2 2

= − +  

     4z 3i=        4z 3i= −  

     5z 2=        5z 2=  
 

 

เขียนกราฟไดดังนี ้
 

 
 

รูป 1.9 
 

 

ตัวอยาง 1.14 
 

 

 กําหนดจํานวนเชิงซอน i42z1 +=  , 2z 3 2i= −  

 
 

วิธีทํา  

1. จงหา 

      

( )
( )

( )( )
( )( )

1

2

2 2

2 4i 2 4i 3 2iz
z 3 2i 3 2i 3 2i

2 16i
3 2

+ + +
= =

− − +

− +=
+

 

Im 

Re 

1z 2 3i= +

2z 2 i= − +

3
1 1z i
2 2

= − −  

4z 3i=  

5z 2=  

5z 2=  

4z 3i= −  

3
1 1z i
2 2

= − +  

2z 2 i= − −  

1z 2 3i= −
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13

i62 +−=  
 
2. จงหา  

      ( )
( )

( )( )1

2 2

2 4i1 1
z 2 4i 2 4i 2 4i

2 4i 2 4i
202 4

−
= =

+ + −

− −= =
+

 

            
10

i21−=  

 
3. จงแสดง       2121 zzzz +=+  
         เนื่องจาก      ( ) ( )i23i42zz 21 −++=+  

             5 2i
5 2i

= +
= −

 

 

     และ       ( ) ( )i23i42zz 21 −++=+  
            i23i42 ++−=  

            i25 −=  
     นัน่คือ      2121 zzzz +=+  
 
4. จงหา ( )1zRe  และ ( )2zIm   
 

           เนื่องจาก i42z1 +=  จะได ( ) 2zRe 1 =  หรือ 

         

( )
( ) ( )

1 1
1

z zRe z 2
2 4i 2 4i

2
4 22

+
=

+ + −
=

= =

 

 
 

และ i23z1 −=  จะได ( ) 2zIm 2 −=  หรือ 
 

         

( )
( ) ( )

2 2
2

z zIm z 2i
3 2i 3 2i

2i
4i 22i

−
=

− − +
=

−= = −

    

 

                 ◙ 
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นิยาม 1.3 
 

 

 

 สวนจริงของจํานวนเชิงซอน ibaz +=  เขียนแทนดวย 
 

( ) azRe =  
 

สวนจินตภาพของจํานวนเชิงซอน เขียนแทนดวย 
 

( ) bzIm =  
 

ดังนั้นจาํนวนเชิงซอน ( ) ( )zImizReibaz +=+=  

 

 

ตัวอยาง 1.15 
 

 

 ถา 1 2z z  เปนจํานวนจริงที่ไมเปนศูนย จะไดวา มีจํานวนจริง α  ซึ่ง 

1 2z z= α  
 

 

วิธีทํา ให 1 1 1z a ib= +  และ 222 biaz +=  และ 1 2z z k 0= ≠  โดยที่ 

0z1 ≠ , 0z2 ≠     
 พิจารณา 

       ( )
( )( )

1 1

2 2 2

1 2 2

2 2 2 2

z z
z a ib

z a ib
a ib a ib

=
−

+
=

− +

 

       
1 2

2 2
2 2

1
2 22 2 2

z z
a b

z k
z a b

=
+

=
+

 

 

กําหนดให α=
+ 2

2
2

2 ba
k

  

ดังนั้น 1

2

z
z

= α  นั่นคือ 21 zz α=  

                 ◙ 
 

ตัวอยาง1.16 
 

 

 จงหาจํานวนเชิงซอน 1z , 2z  ซึ่งผลบวกเทากับ 5 และผลคณูเทากับ 9 

 
 

วิธีทํา กําหนดใหจํานวนเชิงซอน 1z , 2z  ซึ่ง 
 

        ( )
( )

1 2

1 2

z z 5 1

z z 9 2

+ =

=
 

 

นั่นคือ 21 z5z −=  แลวแทนคาใน (2) 
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        ( )2 2

2
2 2

5 z z 9

z 5z 9 0

− =

− + =
 

 

จากสูตร 

2b b 4acz
2a

− ± −
=  จะไดวา 

 

      
2
11i

2
5

2
36255z2 ±=

−±
=  

หาคา 1z  

      

2
11i

2
5

2
11i

2
55z1

±=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±−=

 

 

เมื่อนํา 1 2z , z  ไปแทนคาในสมการ (1) และ (2) จะไดวา ม ี 1z  และ 2z  เปน

คําตอบเพียงชุดเดียวเทานั้น คือ 
 

2
11i

2
5z1 −=  และ 

2
11i

2
5z2 +=  

 

                 ◙ 
 

 



 26

 
 

 1.6  คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 

 

 

นิยาม 1.4 
 

 

 

 คาสัมบูรณ (Absolute หรือ Modulus) ของจํานวนเชิงซอน z a bi= +  

เขียนแทนดวย 
2 2z a bi a b= + = +  

 

ดังรูป 
 
 

 
 

         รูป 1.10 
 

นั่นคือ z  หมายถึง ระยะหางของจํานวนเชิงซอน z กับจดุกําเนิดนั่นเอง 
 

 

 คุณสมบัติของคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 

 

  

ถา 1z, z  และ 2 nz ,..., z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 
 

1. zz =  

2. 2z zz=  

3. 1
2

zz
z

− =  

4. ( ) zzRe ≤  

5. ( ) zzIm ≤  

6. 1 2 1 2z z z z=  

7. 1 2 n 1 2 nz z z z z z=… …  

Im 

Re 

z a bi= +  

0 a 

b 

2 2z a b= +  
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8. 11

2 2

zz
z z

=  

9.  z  หมายถึงการหาระยะหางของจํานวนเชิงซอน z กับจุดกําเนิด 
10.     1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 

เรียกคุณสมบัตินี้วา Triangle Inequality ซึ่งมีรูปทั่วไปเปน 
 

1 2 3 n 1 2 3 nz z z ... z z z z ... z+ + + + ≤ + + + +  
 

11.  ถากําหนดให ( )2211 zzzz −++=  จะไดวา 
 
 
 
 
 

( )1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z= + + − ≤ + + −  
              1 1 2 2z z z z≤ + +  
นั่นคือ              1 2 1 2z z z z− ≤ +  

ตัวอยาง คาสัมบูรณ  z  

 
 

จํานวนเชิงซอน z 
 

 

คาสัมบูรณ z  
 

1z 4 2i= − +  ( )2 2
1z 4 2 20= − + =  

2z 1 3i= −  ( )22
2z 1 3 10= + − =  

3z 3 i= +  2 2
3z 3 1 10= + =  

4
1 3z i
2 2

= +  
22

4
1 3z 1
2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

5
1 1z i
2 2

= −  
2 2

5
1 1z 1
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

ตัวอยาง กราฟของคาสัมบรูณ z   โดยที่   

 1 2 3 4 5z 3 i, z 1 3i, z 1 3i, z 1 3i, z 1 3i= + = + = + = − − = −  
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        รูป 1.11 

 

ตัวอยาง 1.17 
 

 จงหาคําตอบของสมการ 
z
12z −=  

 
 

วิธีทํา จากโจทยนาํจาํนวนเชิงซอน z คูณทั้งสองขาง 
 

2

2

zz 2z 1

z 2z 1

2z z 1

= −

= −

= +

 

 

ให ibaz +=  นําไปแทนคา จะไดวา 
 

         
2 22a i 2b a b 1+ = + +  

 

พิจารณาสวนจริงเทากับสวนจริง และสวนจินตภาพเทากับสวนจนิตภาพ จะไดวา

 

       
0b0b2
1baa2 22

=→=
++=  

 

เมื่อ b 0= หาคา a  ไดดังนี ้
 

     ( )( )

2

2

2a a 1
a 2a 1 a 1 a 1 0

a 1

= +

− + = − − =

=

 

Im 

Re 

1z 3 i= +  

2z 1 3i= +  3z 1 3i= − +  

5z 1 3i= −  4z 1 3i= − −  
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ดังนั้นคําตอบคือ z 1 i 0 1= + =  
 

                 ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.18 
 

 

 จงแสดงคุณสมบัติ Triangle Inequality ของจํานวนเชิงซอน 
 

2121 zzzz +≤+  
 

 

 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิ 
2z zz=  และยกกําลังสองซายมือของอสมการจะได 

 

     

( )( )
( )( )

2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 1 2 2 2

z z z z z z

z z z z

z z z z z z z z

+ = + +

= + +

= + + +

 

 

ใชคุณสมบตัิ ( ) zzzRe2 +=   จะไดวา  1 2 1 2 1 2z z z z 2Re(z z )+ =  
ดังนั้น 

 
 
 

     
( )2 2 2

1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

z z z 2Re z z z

z 2 z z z

+ = + +

≤ + +
 

   

( )

2 2
1 1 2 2

2
1 2

z 2 z z z

z z

= + +

= +
 

นั่นคือ 
                        ( )221

2
21 zzzz +≤+  

 

และถอดรากที่ 2 ของอสมการ  จะไดวา 
 

                              2121 zzzz +≤+  

                 ◙ 
 

 

ขอสังเกต 
 

 

 

 ใชวิธีการ Mathematical Induction สามารถแสดงคุณสมบัติของอสมการ 
 

n n

k k
k 1 k 1

z z
= =

≤∑ ∑  
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ตัวอยาง 1.19 
 

 

 กําหนดให 1z , 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จงแสดงวา 2121 zzzz −≤−  

 
 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิ 
2z z z=  และ ( ) zzzRe2 +=  

พิจารณา 
 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 2
2 2

1 1 2 2

z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z 2Re z z z 1

− = − − = − −

= − − +

= − +

 

 

ใชคุณสมบตัิ ( ) zzRe ≤  หรือ ( ) zzRez ≤≤−   
และ ( ) zzRez −≥−≥   จากสมการ (1) 
 

( )
( )221

2
221

2
1

2
221

2
1

2
21

zzzzz2z

zzzRe2zzz

−=+−≥

+−=−
 

ดังนั้น 

   ( )22
1 2 1 2

1 2 1 2

z z z z

z z z z

− ≥ −

− ≥ −
 

นั่นคือ       2121 zzzz −≤−                  ◙ 

 

ตัวอยาง 1.20 
 

 

 กําหนดให z a i b= +  จงแสดงวา  
 

                            ( )a b 2 a i b 2 a b+ ≤ + ≤ +  
 

 

 

วิธีทํา ข้ันแรกจะแสดงวา 
 

a b 2 a i b+ ≤ +  
 

ยกกําลังสองทั้ง 2 ขางและใชคุณสมบัต ิ
22 2a b a i b+ = +   จะไดวา 

 

( )2 2 2 2a 2 a b b 2 a b+ + ≤ +  
 

จากคุณสมบัต ิ
22a a=  จะไดวา 

 
2 22 2

2 2

2 a b a b a b

0 a 2 a b b

≤ + = +

≤ − +
 

                 ( )2
0 a b≤ −   



 31

 

ดังนั้น a b 2 a i b+ ≤ +  เปนจริง  ข้ันตอไป จะแสดงวา 
 

     ( )2 a i b 2 a b+ ≤ +  
 

ยกกําลังสองทั้งสองขาง  
 

      2 22 2a b a 2 a b b+ ≤ + +  
        2 2 2 2a b a 2 a b b+ ≤ + +  
               0 2 a b≤     
        

ดังนั้น 
 

( )a b 2 a i b 2 a b+ ≤ + ≤ +  
 

                    ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.21 
 

 จงแสดงวา ( ) ( ) ( )
22 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z 4 Re z Re z+ + + = + +  
 

 
 

วิธีทํา ใชคุณสมบตัิ 
2z zz=  และ 1 2 1 2z z z z+ = + ,  zz =  พิจารณาทาง

ซายมือของสมการ  
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

+ + + = + + + + +

= + + + + +
 

      
( ) ( )

2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 2 2 1 2 2

z z z z z z z z z z z z

2 z 2 z z z z z z z

= + + + + + + +

= + + + + +
 

      ( ) ( )( )2 2
1 2 1 1 2 22 z z z z z z= + + + +  

 

จากคุณสมบัต ิ ( )1 1 1z z 2 Re z+ =  และ ( )2 2 2z z 2 Re z+ =   ดังนัน้ 
 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z 4Re z Re z+ + + = + +  

 

                                                                               ◙ 
 

 
 
 
 



 32

 

 1.7   อสมการของจํานวนเชิงซอน 

 

 

ตัวอยาง 1.22 
 

 

 ถา z 1<  จงแสดงวา  
 

                               z 1 z 1 2 2− + + ≤  

 

 

 

วิธีทํา เนื่องจาก     ( )( )2z 1 z 1 z 1− = − −   
และ                  ( )( )2z 1 z 1 z 1+ = + +     
ยกกําลังสองทางซายมือของอสมการ จะไดวา 
 

 ( )2
z 1 z 1− + + =

2 2z 1 2 z 1 z 1 z 1− + − + + +  
 

              

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

2 2

z 1 z 1 2 z 1 z 1 z 1 z 1

zz z z 1 2 z 1 z 1 zz z z 1

2 z 2 z 1 2

= − − + − + + + +

= − − + + − + + + + +

= + − +

 

 

เนื่องจาก z 1≤  จะไดวา 
 

        ( )2 2 22z z 1 z z 1+ − ≤ + + −  

           1 1 1 3≤ + + =   
ดังนั้น  
 
 
 
 

             
( )2 2 2z 1 z 1 2 z 2 z 1 2

2(3) 2 8

− + + = + − +

≤ + =
   

 

หรือ        z 1 z 1 2 2− + + ≤  
                                     

                                                                           ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.23 
 

 

 

 จงพิสูจนสมการเอกลักษณของลากรองจ (Lagrange’s Identity) 
 

2
n n n

22 2

j j j j j k k j

j 1 j 1 j 1 1 j k n

z w z w z w z w
= = = ≤ < ≤

= − −∑ ∑ ∑ ∑  

 

เมื่อ j jz , w  เปนจาํนวนเชิงซอน 
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วิธีทํา จากคุณสมบัต ิ 2z zz=  และทางขวามือของสมการ จะไดวา 
                 

          ( )( )

( )( )
( )( )

n n
22 2

j j j k k j

j 1 j 1 1 j k n

n n

j j j j j k k j j k k j

j 1 j 1 1 j k n

1 1 n n 1 1 n n

j k k j j k k j

1 j k n

z w z w z w

z z w w z w z w z w z w

z z z z w w w w

z w z w z w z w

= = ≤ < ≤

= = ≤ < ≤

≤ < ≤

− −

= − − −

= + + + +

− − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑
… …

 

   

( )( )1 1 n n 1 1 n n

j j k k k k j j

1 j k n 1 j k n

j k j k k j k j

1 j k n 1 j k n

n

j j k k

j,k 1

j j k k k k j j

1 j k n 1 j k n

j k j k k j k j

1 j k n 1 j k n

z z z z w w w w

z z w w z z w w

z z w w z z w w

z z w w

z z w w z z w w

z z w w z z w w (1)

≤ < ≤ ≤ < ≤

≤ < ≤ ≤ < ≤

=

≤ < ≤ ≤ < ≤

≤ < ≤ ≤ < ≤

= + + + +

− −

+ +

=

− −

+ +

∑ ∑
∑ ∑

∑
∑ ∑
∑ ∑

… …

 

 

โดยคุณสมบัตขิองอนุกรม  
 
 

                 
n

j k k j j k

1 j k n 1 j k n j,k 1
j k

a b a b a b
≤ < ≤ ≤ < ≤ =

≠

+ =∑ ∑ ∑  

 

จากสมการ (1) จะไดวา 
 

                  
n n n

j j k k j j k k j k j k

j,k 1 j,k 1 j,k 1
j k j k

z z w w z z w w z z w w
= = =

≠ ≠

= − +∑ ∑ ∑  

                  
n n

j j k k j k j k

j k 1 j,k 1
j k

z z w w z z w w
= = =

≠

= +∑ ∑  
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_______________
n n n n

j j j j j j j j

j 1 j 1 j 1 j 1

2
n

j j

j 1

z w z w z w z w

z w

= = = =

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑
 

 

จะไดวา 
 

2
n n n

22 2

j j j j j k k j

j 1 j 1 j 1 1 j k n

z w z w z w z w
= = = ≤ < ≤

= − −∑ ∑ ∑ ∑  

    

                     ◙ 
 

 

ตัวอยาง 1.24 
 

 

 จงพิสูจนอสมการของโคชี (Cauchy’s inequality) ของจํานวนเชิงซอน 
 

2
n n n

2 2

j j j j

j 1 j 1 j 1

z w z w
= = =

≤∑ ∑ ∑  

 

 

 

วิธีทํา อสมการของโคชี เปนอสมการที่ใชกันมากในหลายๆ เนือ้หาของ

คณิตศาสตร การพิสูจนนี้ จะอางอิงตัวอยาง 1.23 
 

∑∑∑∑
≤<≤===

−−=
nkj1

2

jkkj

n

1j

2

j

n

1j

2

j

2
n

1j

jj wzwzwzwz  

 
 

เนื่องจาก เทอมสุดทายทางขวามือของสมการ 
 
 
 

0wzwz
nkj1

2

jkkj ≥−∑
≤<≤

 เสมอ 

ดังนั้น 
                                     

   

2
n n n2 2

j j j j
j 1 j 1 j 1

n n2 2

j j
j 1 j 1

z w z w

z w ( a b a b )

= = =

= =

≤

= + = +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

  

นั่นคืออสมการโคชี นั่นเอง                ◙ 
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ตัวอยาง 1.25 
 

 

 จงพิสูจนอสมการมินโคสก ี(Minkoski’s inequality) ของจํานวนเชิงซอน 
 

∑∑∑
===

+≤+
n

1j

2

j

n

1j

2

j

n

1j

2

jj wzwz  

 

 

 

วิธีทํา จากคุณสมบัต ิ jjjj wzwz +≤+       
พิจารณา 
 

  
n n2

j j j j j j
j 1 j 1

z w z w z w
= =

+ = + +∑ ∑  

             

( )
n

j j j j
j 1

n n

j j j j j j
j 1 j 1

z w z w

z w z z w w (1)

=

= =

≤ + +

= + + +

∑

∑ ∑
 

 

สมการ (1) ประยุกตใชคุณสมบัติ Cauchy’s inequality จะไดวา 
 

       
n n n2 2

j j j j j j
j 1 j 1 j 1

z w z z w z (2)
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

และ 
 

      
n n n2 2

j j j j j j
j 1 j 1 j 1

z w w z w w (3)
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

สมการ (1) จะไดวา 
 
 

         

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤+

∑∑∑

∑∑

∑ ∑∑

===

==

= ==

n

1j

2
j

n

1j

2
j

n

1j

2
jj

n

1j

2
j

n

1j

2
jj

n

1j

n

1j

2
j

n

1j

2
jj

2
jj

wzwz

wwz

zwzwz

 

 

นํา ∑
=

+
n

1j

2

jj wz  หารทั้ง 2 ขาง จะไดวา 
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∑∑∑
===

+≤+
n

1j

2

j

n

1j

2

j

n

1j

2

jj wzwz  

 

นั่นคือ อสมการของ  Minkoski’s inequality 
 

                       
 

เพ่ือความเขาใจมากขึ้นจะพสูิจนการประยกุต Cauchy’s inequality ในสมการ 

(2),(3)  จากตัวอยาง 1.24  

 

n n n2 2

j j j j
j 1 j 1 j 1

z v z v
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

และจากสมการ (2) 
 

   
n n

j j j j j j
j 1 j 1

z w z z w z
= =

+ = +∑ ∑  

        

n n2 2

j j j
j 1 j 1

n n2 2

j j j
j 1 j 1

z w z

z w z

= =

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

 
 

นั่นก็คือสมการ (2)    

การพิสูจนสมการ (3) ทําในทํานองเดียวกัน 

 

                 ◙ 
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 1.8 โพลิโนเมียลของจํานวนเชิงซอน 

 

 

ตัวอยาง 1.26 
 

 

 กําหนดให n n 1 1 0a , a , , a , a− …  เปนจํานวนจริง และ α  เปน

คําตอบของสมการโพลิโนเมียลที่เปนจํานวนเชิงซอนทีเ่ขียนอยูในรูป 
 

0azazaza 01
1n

1n
n

n =++++ −
− …  

 

จะไดวา α  จะเปนคาํตอบของสมการโพลิโนเมียล 
 

 

 

วิธีทํา เนื่องจาก α  เปนคําตอบของสมการ ดังนัน้ 
 

n n 1
n n 1 1 0a a a a 0−

−α + α + + α + =…  
และ 

      

_________________________________________
n n 1

n n 1 1 0a a a a 0−
−α + α + + α + =…       (1) 

 

ใชคุณสมบตัิ 2121 zzzz +=+  กับสมการ (1) จะไดวา 
 

       n n 1
n n 1 1 0a a a a 0−

−α + α + + α + =…       (2) 
 

ใชคุณสมบตัิ 1 2 1 2z z z z=  และ xx =  เมื่อ x เปนจํานวนจริง นั่นกค็ือ 
 

001n1nnn aa,,aa,aa === −− …  
 

จากสมการ (2) จะไดวา 
 

0aaaa 01

1n

1n

n

n =+α++α+α
−

− …  
 

ดังนั้น α  จะเปนรากของสมการโพลิโนเมียล 
 

                       ◙ 
 
 

เชน สมการโพลิโนเมียลที่สามารถแยกตวัประกอบไดเปน 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )z 2 i z 2 i z 3 z 2 0− + − − − + =  
 

คําตอบของสมการโพลิโนเมียลคือ 
 

2z,3z,i2z,i2z 4321 −==−=+=  
 

จะเห็นไดวา  1z 2 i= + เปนคาํตอบของสมการ และ  
______

1 2z 2 i 2 i z= + = − =  
ก็เปนคําตอบของสมการดวยเสมอ           
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ตัวอยาง 1.27 
 

 

ถาจํานวนเศษสวน 
β
α

 (เปนเศษสวนอยางต่าํ) ที่เปนคาํตอบสมการโพลิโนเมียล 
 

0azazaza 01
1n

1n
n

n =++++ −
− …  

 

โดยที่ n n 1 1 0a , a , , a , a− …  เปนจาํนวนเต็ม  
จงแสดงวา α  และ β  สามารถเขียนอยูในรูปตัวประกอบของ 0a  กับ na
ตามลาํดบั 

 

 

 

วิธีทํา แทนคา 
β
α

 ลงในสมการ 
 

0aaaa 011n

1n

1nn

n

n =+
β
α

++
β
α

+
β
α

−

−

− …  
 

คูณทั้งสองขางดวย 
nβ  จะไดวา 

 

                   n n 1 n 1 n
n n 1 1 0a a a a 0− −

−α + α β+ + αβ + β =…             (1) 
 

หารดวย α  ทั้งสองขางของสมการ 
 

                
n

n 1 n 2 n 1 0
n n 1 1

aa a a− − −
−

β
α + α β+ + β = −

α
…                (2) 
 

เนื่องจาก n n 1 1a , a , , a− …  และ α  เปนจํานวนเต็ม  

ดังนั้น  
n 1 n 2 n 1

n n 1 1a a a− − −
−α + α β+ + β…   เปนจํานวนเต็ม 

จะทําใหขวามอืของสมการ (2) คือ 

n

0a β
−

α
จะเปนจํานวนเต็ม 

เนื่องจาก α  ไมมีตัวรวมกับ β  (
β
α

 เปนเศษสวนอยางต่าํ) ดงันั้น  α  หาร 
nβ  

ไมลงตัว นั่นคอื α  หาร 0a  ลงตวั  สรุปไดวา  α  เปนตัวประกอบของ 0a  
ในทํานองเดียวกัน จากสมการ (1) 
 

                 
n n 1 n 1 n

n n 1 1 0a a a a 0− −
−α + α β+ + αβ + β =…  

         
หารดวย β  ทั้งสองขางของสมการ 
 

            

n
n 1 n 2 n 1 n

n 1 n 2 0
aa a a− − −

− −

α
α + α β+ + β = −

β
…          (3) 
 

เนื่องจาก n n 1 1a , a , , a− …  และ α  เปนจํานวนเต็ม  

ดังนั้น  
n 1 n 2 n 1

n 1 n 2 0a a a− − −
− −α + α β+ + β…   เปนจํานวนเต็ม 
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จะทําใหขวามอืของสมการ (3) คือ 

n

na α
−

β
จะเปนจํานวนเต็ม 

เนื่องจาก β  ไมมีตัวรวมกับ α  (
β
α

 เปนเศษสวนอยางต่าํ) ดงันั้น  β  ไม

สามารถหาร 
nα  ลงตัว นั่นคือ β  จะตองหาร na  ลงตัว  สรุปไดวา  β  เปนตัว

ประกอบของ na  สรุปไดวา 
 
 

α  เปนตัวประกอบของ 0a  

β  เปนตัวประกอบของ na  
 

                        ◙   

 

ตัวอยาง 1.28 
 

 

 จงแสดงวา i2 +  เปนคาํตอบสมการโพลิโนเมยีล 
 

030z19z3z5z 234 =−++−  
 

และจงหาคาํตอบที่เหลือของสมการนี้ 

 

 

 

วิธีทํา เนื่องจากสมการโพลิโนเมียลมี ส.ป.ส เปนจํานวนจริง และมีคําตอบ

หนึ่งคือ i2 +  ดังนัน้ i2i2 −=+  จะเปนคาํตอบของสมการโพลิโนเมียลดวย 
กําหนดให 4321 z,z,z,z  เปนคาํตอบของสมการ จะไดวา 
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) 4 3 2
1 2 3 4z z z z z z z z z 5z 3z 19z 30− − − − = − + + −     (1) 

 

เนื่องจาก i2 +  และ i2 −  เปนคําตอบ 2 คําตอบ  

แทนคา i2z1 +=  และ i2z2 −= และ 
 

( )( ) ( )( ) 2
1 2(z z ) (z z ) z 2 i z 2 i z 4z 5− − = − + − − = − +  

 

ในสมการ (1) จะไดวา 
 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2 4 3 2
3 4

4 3 2

3 4 2

2

z 4z 5 z z z z z 5z 3z 19z 30

z 5z 3z 19z 30z z z z
z 4z 5

z z 6
z 3 z 2

− + − − = − + + −

− + + −
− − =

− +
= − −

= − +

 

 

ดังนั้นคําตอบของสมการโพลิโนเมียลคือ 
 

                           1 2 3 4z 2 i, z 2 i, z 3, z 2= + = − = = −    ◙ 
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ตัวอยาง 1.29 

 

 จงหาคําตอบของสมการโพลิโนเมียล   
 

    052z167z148z47z6 234 =+−+−      (1) 
 

 

 

วิธีทํา เนื่องจาก 
 

 52a 0 =  ตัวประกอบคอื 13,4,2,1 ±±±±  เปนตัวประกอบของ β  
 6a n =   ตัวประกอบคือ 6,3,2,1 ±±±±    เปนตัวประกอบของ α  

 

ดังนั้น ตัวประกอบ 
α
β

 ที่เปนไปไดทั้งหมด 
 

   

1 , 2 , 3 , 13 ,
1 13 1 2 4 13 1 13, , , , , ,
2 2 3 3 3 3 6 6

± ± ± ±

± ± ± ± ± ± ± ±
 

 

การหาคําตอบโดยการแทนคาในสมการ (1) แตละตัว พบวา 
2
1

 และ 
3
4

 เปน

คําตอบของสมการนั่นคือ  
 

   
3
2z

6
11z

3
4z

2
1z 2 +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  หรือ 4z11z6 2 +−   

 

เปนตัวประกอบหนึ่งของสมการโพลิโนเมยีล (1) 
 

   ( ) ( )( )2 4 3 2
3 46z 11a 4 z z z z 6z 47z 148z 167z 52 0− + − − = − + − + =  

 
 
 

( )( )
4 3 2

3 4 2

2

6z 47z 148z 167z 52z z z z
6z 11a 4

z 6z 13

− + − +
− − =

− +
= − +

 

 

และ 013z6z2 =+−  มีคําตอบคือ 
 

     
( ) i23i23zz

i23
2

52366z

34

3

−=+==

+=
−+

=  

 

ดังนั้น i23,i23,
3
4,

2
1

−+  เปนคาํตอบของสมการ (1)     

  

                 ◙ 
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ตัวอยาง 1.30 
 

 

 กําหนดสมการโพลิโนเมียล , 0a n ≠  
 

                0azazaza 01
1n

1n
n

n =++++ −
− …                 (1) 

 

และ 1 2 3 4 nz , z , z , z ,..., z  เปนคาํตอบของสมการ 
จงแสดงวา 
      1. ผลรวมของทุกคําตอบ 

n

1n

a
a −−=  

        นัน่คือ  

n

1n
n

1j

j a
az −

=

−=∑  

 

      2. ผลคูณของทุกคําตอบ ( )
n

0n

a
a

1−=  

         นั่นคือ  ( )
n

n 0
j

j 1 n

az 1
a=

= −∏  

 

 

 

วิธีทํา สัญลักษณผลคูณคือ ∏  นิยามโดย 
 

k

j 1 2 k
j 1

b b b b
=

= ⋅∏  
 

ถา n21 z,,z,z …  เปนคาํตอบทั้งหมดของสมการ 

สมการ (1) จะเขียนอยูในรูป 
 

      

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

n

n 1 2 n n j
j 1

nn n 1
n 1 2 n 1 2 n

a z z z z z z a z z 0

a z z z z z 1 z z z 0

=

−

− − − = − =

− + + + + + − =

∏…

… …
 

 
 

และ 

        
( ) ( )( )nn n 1

n 1 2 n 1 2 n

n n 1
n n 1 1 0

a z z z z z 1 z z z

a z a z a z a

−

−
−

− + + + + + −

= + + + +

… …

…
 

 

เมื่อใชการเทียบ ส.ป.ส จะได ส.ป.ส ของเทอม 
1nz −
 คือ 

 

                      

( )n 1 2 n n 1

n 1
1 2 n

n

n
n 1

j
j 1 n

a z z z a
az z z
a

az
a

−

−

−

=

− + + + =

+ + + = −

= −∑
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และ ส.ป.ส ของเทอม 0a  คือ 
 

                         
( )

( )

( )

n
n 1 2 n 0

n 0
1 2 n

n
n

n 0
j

j 1 n

a 1 z z z a
az z z 1
a
az 1
a=

− ⋅ =

= −

= −∏

…

…  

 

              ◙ 
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